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A Konsep Dasar
Kinematika adalah cabang ilmu fisika yang mempelajari gerakan benda tanpa memperhitungkan
penyebab dari gerakan tersebut, yakni gaya. Ada tiga macam gerakan yang akan kita investigasi di
sini: gerak lurus (rectilinear motion), gerak parabola (projectile motion), dan gerak melingkar (cir-
cular motion).

Beberapa besaran yang digunakan dalam kinematika adalah posisi, jarak, perpindahan, kelajuan,
kecepatan, dan percepatan. Posisi adalah letak suatu benda pada suatu waktu tertentu terhadap suatu
acuan tertentu. Adapun jarak adalah panjang lintasan yang ditempuh oleh benda dalam selang waktu
tertentu sedangkan perpindahan adalah perubahan posisi benda dalam selang waktu tertentu.

A

B

Gambar 1: Jarak dan perpindahan dari A ke B.

Secara matematis, perpindahan (∆s) didefinisikan sebagai

∆s := s′− s0 (A.1)

di mana s′ dan s0 secara berturut-turut adalah posisi akhir dan posisi awal benda.i

Misalkan sebuah benda berpindah sejauh ∆s dalam selang waktu ∆t (= t′− t0),ii kecepatan rata-
ratanya didefinisikan sebagai

v := perpindahan
selang waktu

= ∆s
∆t

(A.2)

sedangkan kelajuan rata-rata menggunakan jarak ketimbang perpindahan sebagai pembilangnya:

v := jarak tempuh total
selang waktu

(A.3)

dan kelajuan adalah besar kecepataniii:

iSubskrip 0 biasa digunakan untuk menandakan "awal" atau "mula-mula". s0, misalnya, bisa diartikan sebagai "po-
sisi awal". Untuk "akhir", kita biasa menggunakan tanda petik/aksen (’). Sebagai alternatif ada juga yang menggunakan
subskrip i (untuk initial) dan f (untuk final). Misalnya, kecepatan awal dan akhir ditulis sebagai vi dan v f .

iiUntuk mempermudah analisis, seringkali kita memilih t0 = 0.
iiiBedakan kecepatan dengan kecepatan rata-rata (begitu juga dengan kelajuan). Dalam konteks ini, yang dimaksud

dengan kecepatan saja adalah kecepatan sesaat, yang nanti akan kita bahas. Kecepatan rata-rata dan kelajuan rata-rata
besarnya tidak selalu sama—ambil contoh gerakan dalam lintasan melingkar. Kalau kita menyelesaikan satu putaran
penuh, perpindahannya adalah nol (kita kembali ke posisi semula) sedangkan jarak yang ditempuh tentunya bukan nol
sehingga kelajuan dan kecepatan rata-ratanya berbeda.
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v = |v| (A.4)

Terakhir, percepatan rata-rata (a) dari sebuah partikel yang kecepatannya berubah dari v0 menjadi
v′ dalam selang waktu ∆t adalah

a := v′−v0
∆t

= ∆v
∆t

(A.5)

B Kinematika dalam Grafik
Dalam analisis, kita seringkali juga memerlukan grafik untuk membantu memvisualisasikan gerakan.
Ada tiga macam grafik yang sering digunakan:

s

t

v

t

a

t

Gambar 2: (dari kiri ke kanan) Grafik posisi, kecepatan, dan percepatan terhadap waktu.

Grafik posisi terhadap waktu, biasa disebut juga grafik s-t,iv adalah grafik yang menggambarkan
hubungan posisi benda terhadap waktu.v Posisi/perpindahan diletakkan pada sumbu-y sedangkan
waktu pada sumbu-x.

s

t
∆t

∆s

Gambar 3: Sebuah grafik s-t sederhana. Coba tebak, kira-kira, gradien dari grafik tersebut sama dengan
apa?

Perhatikan Gambar 3. Gradien dari grafik tersebut adalah

m = perubahan vertikal
perubahan horizontal

= ∆s
∆t

yang pada dasarnya sama saja dengan kecepatan. Jadi, gradien dari suatu grafik s-t mere-
presentasikan kecepatannya. Bagaimana jika gerakan benda tidak sesederhana seperti pada Gam-
bar 3, tetapi seperti pada Gambar 2?

s

t

ℓ

Dalam kasus seperti pada gambar di atas, kecepatan pada posisi dan waktu tertentu dire-
presentasikan oleh gradien garis singgungnya. Lalu, dalam kalkulus, gradien garis singgung dari

ivJuga biasa disebut grafik s vs. t.
vAdapun grafik yang menggambarkan hubungan kecepatan dan percepatan terhadap waktu secara berturut-turut disebut

grafik v-t dan a-t.

2



grafik suatu fungsi adalah turunan dari fungsi tersebut sehingga kecepatan disebut turunan waktu
dari perpindahan, atau

v = ds
dt

. (B.1)

Terapkan penalaran yang serupa pada kecepatan, maka kita dapat simpulkan bahwa gradien garis
singgung pada grafik v-t merepresentasikan percepatan dan percepatan adalah turunan waktu
dari kecepatan, atau

a = dv
dt

. (B.2)

Misalkan dari grafik tadi kita ingin mencari kecepatan rata-rata dari waktu 0 hingga T seperti ini:

s

t
T

s2

s1

Maka, berdasarkan Persamaan (A.2), kecepatan rata-ratanya adalah v = (s2 − s1)/T. Akan tetapi,
ini sama saja dengan gradien garis lurus yang ditarik dari posisi ketika t = 0 hingga t = T (lihat gam-
bar). Jadi, kecepatan rata-rata dalam selang waktu tertentu adalah gradien garis lurus yang
menghubungkan posisi awal dan posisi akhir dalam selang waktu tersebut. Hal serupa berlaku
untuk percepatan.

Sekarang perhatikan grafik v-t berikut:

v

t

v f

vi

T

Luas daerah di bawah grafik dari t = 0 sampai t = T membentuk suatu trapesium dengan luas
1
2 (vi+v f )T. Perhatikan bahwa ekspresi tersebut melibatkan perkalian antara besaran kecepatan (vi+v f )
dengan waktu (T). Hasil kali kedua besaran ini adalah besaran perpindahan.

Dengan demikian, luas daerah di bawah grafik v-t sama dengan perpindahan. Lalu, dalam
kalkulus, luas daerah di bawah grafik suatu fungsi adalah anti-turunan/integralnya sehingga perpinda-
han disebut integral waktu dari kecepatan, atau

s = s0 +
∫ t

0
v dt. (B.3)

Penalaran yang mirip dapat digunakan untuk grafik a-t, yakni

v = v0 +
∫ t

0
a dt. (B.4)

C Konsep Kecepatan Sesaat
Misalkan suatu mobil bergerak dari posisi 0 ke 100 m dengan kecepatan yang tidak konstan dalam
waktu 5 detik. Kita bisa mencari kecepatan rata-ratanya, yakni v = 50/2 = 25 m/s. Bagaimana den-
gan kecepatannya pada waktu tertentu, misalnya ketika t = 3 detik? Bagaimana cara menentukannya?
Pada mobil, kita dapat melihat besar kecepatannya dari speedometer. Dari sinilah kita mengetahui
kecepatan pada tiap detiknya. Kecepatan ini disebut kecepatan sesaat.
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Jika kita meninjau kecepatan rata-rata pada selang waktu yang besar, misalnya tadi ∆t = 5 detik,
maka kita menggunakan selang waktu yang sangat kecil dan mendekati nol (∆t → 0).vi

Definisi C.1. Kecepatan sesaat suatu benda adalah kecepatan benda tepat pada saat tertentu. Secara
matematis, kecepatan sesaat dinyatakan sebagai

v = lim
∆t→0

∆s
∆t

= ds
dt

.

Sebagaimana dijelaskan pada bagian sebelumnya, representasi grafis dari kecepatan sesaat adalah
gradien garis singgung pada grafik s-t. Serupa dengan kecepatan, percepatan sesaat kita definisikan
sebagai
Definisi C.2.

a = lim
∆t→0

∆v
∆t

= dv
dt

.

viDalam kalkulus, kita biasanya menulis perubahan variabel dalam interval yang kecil dengan mengganti ∆ dengan d.
Jadi, ketimbang menuliskan ∆s dan ∆t, kita menuliskannya sebagai ds dan dt.
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D Gerak Lurus
Gerak lurus dapat dibagi menjadi dua macam: gerak lurus beraturan (GLB) dan gerak lurus berubah
beraturan (GLBB).

D.I Gerak Lurus Beraturan (GLB)
Pada GLB, kecepatan benda selalu konstan (v = v0)vii dan percepatan benda sama dengan nol (a = 0).
Hubungan antara kecepatan dengan perpindahan dinyatakan sebagai

∆s= vt. (D.1)

D.I.a Grafik Kinematika untuk GLB

Kita mulai dari percepatan dahulu. Karena besar percepatannya konstan, yakni selalu nol, maka grafik
a-t untuk GLB adalah

a

t0

Dalam GLB kecepatan juga konstan, sehingga grafiknya juga berbentuk garis horizontal:viii

v

t

v0

−v0

Sebagaimana telah disinggung pada bagian sebelumnya, luas daerah di bawah grafik v-t adalah
perpindahan (∆s). Dalam kasus ini, luas daerah di bawah grafik adalah sebuah persegi panjang dengan
panjang t dan lebar v sehingga

∆s = vt.

Ini adalah Persamaan (D. 1) dalam bentuk skalar. Jika kecepatan berada pada sumbu-y negatif maka
kecepatannya berarah negatif. Luas daerah di atas grafik kecepatan yang negatif adalah perpindahan-
nya, yang merupakan perpindahan ke arah negatif juga.

Adapun grafik s-t berupa garis lurus dengan gradien yang sama dengan kecepatan awal, v0:

s

t

m = ∆s
∆t = v = v0

∆t

∆s

viiKalau kecepatannya konstan, maka kecepatannya selalu sama dengan kecepatan mula-mula.
viiiGradien dari garis horizontal adalah 0. Karena percepatan adalah gradien dari kecepatan, maka dalam kasus ini per-

cepatannya 0 dan kita sudah tahu bahwa hal ini adalah benar.
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D.II Gerak Lurus Berubah Beraturan (GLBB)
Pada GLBB, kecepatan benda bisa naik (dipercepat) atau turun (diperlambat) sedangkan percepatannya
konstan (a =konstan). Jika a > 0, maka benda dipercepat (kecepatannya naik) dan untuk a < 0, benda
diperlambat (kecepatannya turun). Hubungan kecepatan awal (v0), percepatan (a), selang waktu (∆t =
t− t0), serta kecepatan pada waktu t tertentu (v) dinyatakan oleh persamaan (A.5):

a= v−v0
t− t0

.

Menyendirikan v pada satu ruas persamaan, kita dapatkan

v= v0+a∆t.ix (D.2)

Kecepatan rata-rata benda adalah x

v= v0 +v
2

. (D.3)

Dari persamaan (A.2), perpindahan benda dinyatakan sebagai

∆s= v∆t

Ambil t0 = 0 dan substitusikan Persamaan (D.3), kita dapatkan

∆s= v0 +v
2

t. (D.3,5)

Substitusikan Persamaan (D.2) untuk v, kita dapatkan

∆s=
(

v0 +v0+at
2

)
t

=
(
2v0 +at

2

)
t

= v0 +
1
2

at2.

Jika posisi awal dan posisi benda pada waktu t adalah s0 dan s, maka ∆s= s− s0 sehingga

s= s0+v0t+ 1
2

at2. (D.4)

Mari gunakan Persamaan (D.3,5) lagi. Mengalikan kedua ruas dengan a, kita dapatkan

a ·∆s= (v+v0)
2

·at.

Lalu, dari Persamaan (D.2), kita dapatkan

at = v−v0.

ixSeringkali orang memilih titik awal perhitungan waktu, t0, sebagai 0. Akibatnya, ∆t = t− t0 = t−0 = t sehingga bentuk
Persamaan (C.2) menjadi v= v0 +at

xBerdasarkan persamaan (D.2), kecepatan benda pada detik ke-0, ke-1, hingga ke-3 adalah v0, v0+a, v0+2a, dan v0+3a.
Nampak bahwa kecepatan benda mirip dengan barisan aritmetika.
Rumus deret aritmetika: Sn = n

2 (a+ℓ) di mana a adalah suku pertama dan ℓ adalah suku ke-n (= a+ (n−1)d). Dalam kasus
ini, suku pertamanya adalah v0 sedangkan suku terakhirnya adalah v0 + at = v. Jadi, jumlah kecepatan dari detik ke-0
hingga detik ke-t adalah

t
2

(v0 +v)

sehingga rata-rata kecepatannya adalah

v =
t
2

(v0 +v)

t
= v0 +v

2

6



Substitusikan ini ke dalam persamaan sebelumnya,

a ·∆s= (v+v0)
2

· (v−v0)

2a ·∆s= v2 −v0
2

sehingga

v2 = v0
2 +2a ·∆s. (D.5)

Persamaan (D.2), (D.4), dan (D.5) adalah persamaan utama GLBB yang dapat diterapkan dalam
berbagai analisis—kita akan bahas ini lebih lanjut nanti.

D.II.a Grafik Kinematika untuk GLBB

Percepatan dalam GLBB adalah konstan sehingga bentuk grafiknya berupa garis horizontal:

a

t

a

∆t

a∆t =∆v

Luas daerah di bawah grafik ini adalah perubahan kecepatan pada selang waktu ∆t. Adapun grafik
kecepatan untuk GLBB berupa garis lurus dengan kemiringan a:

v

t

m = ∆v
∆t = a

∆t

∆v
a> 0

a< 0

Ketika benda bergerak dipercepat, a > 0 sehingga grafik miring ke atas—berlaku pula sebaliknya.
Sebagaimana telah dibahas sebelumnya, luas daerah di bawah grafik v-t adalah perpindahan.

Sebagaimana nampak pada persamaan (D.4), persamaan gerak untuk s adalah persamaan kuadrat
dengan variabel t.xi Karena merupakan persamaan kuadrat, bentuk grafiknya adalah berupa parabola:

s

t

a>
0

a< 0

xiKalau seluruh variabel ditaruh di satu ruas, bentuk persamaannya mirip dengan bentuk umum persamaan kuadrat:
ax2 +bx+ c = 0. Dalam kasus ini, x = t, a = 1

2 g, b = v0, dan c = s0 − s.
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D.III Gerak Vertikal
Gerak vertikal adalah gerak di arah sumbu vertikal (sumbu-y). Di dekat permukaan Bumi, setiap benda
mengalami gaya tarikan akibat gaya gravitasi Bumi sehingga benda memiliki percepatan ke arah pusat
Bumi sebesar a=−g.xii Dalam analisis gerak vertikal, seringkali tanah dijadikan acuan (y= 0).

Mari kita tinjau kembali Persamaan (D.2), (D.4), dan (D.5):

v= v0 +at (D.2)

s= s0 +v0t+ 1
2

at2 (D.4)

v2 = v0
2 +2a ·∆s (D.5)

Untuk menekankan bahwa gerakan ini terjadi pada sumbu-y, kita menambahkan subskrip y se-
hingga kita tuliskan variabel-variabel kecepatan sebagai vy0 dan vy. Kita ganti juga s dengan y. Kita
juga akan mengganti a dengan −g. Dengan demikian, persamaan umum untuk gerak vertikal adalah:

vy = vy0 − gt (D.2’)

y= y0+vy0t− 1
2

gt2 (D.4’)

vy
2 = vy0

2 −2g ·∆y (D.5’)

Contoh D.1 (Gerak Jatuh Bebas). Misalkan suatu benda dijatuhkan (bukan dilempar) dari suatu ke-
tinggian h (y0 = h). Karena benda hanya dilepaskan, bukan dilempar, maka kecepatan awalnya sama
dengan nol (v0 = 0). Jadi, persamaan gerak benda ini berdasarkan Persamaan (D.2’), (D.4’), dan (D.5’)
adalah

vy =−gt (D.2")

y= h− 1
2

gt2 (D.4")

vy
2 =−2g ·∆y (D.5")

Ketika benda jatuh ke tanah, ketinggiannya adalah nol (y = 0). Dengan demikian, berdasarkan
Persamaan (D.4"), selang waktu sejak benda dilepaskan hingga jatuh adalah

0= h− 1
2

gt2 ⇐⇒ t =
√

2h
g

. (D.6)

Kecepatan benda ketika menumbuk tanah adalah

v2
y =−2g(0−h) ⇐⇒ vy =

√
2gh. (D.7)

Contoh D.2 (Benda Dilempar ke Atas). Misalkan suatu benda dilempar secara tegak ke atas dengan
kecepatan awal v0.

A C

B (v = 0)

g g

v vhmax

xiiTanda minus digunakan jika kita mengambil arah atas sebagai positif. Bagi kita yang berukuran kecil dibandingkan
Bumi, arah ke pusat Bumi adalah ke "bawah" sehingga percepatan gravitasi Bumi arahnya ke "bawah", mengakibatkan
tandanya menjadi negatif.
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Benda akan bergerak ke atas hingga mencapai ketinggian maksimum (hmax). Pada titik maksi-
mum, kecepatan benda adalah nol (vy = 0).xiii Akibatnya, berdasarkan Persamaan (D.2’), waktu yang
dibutuhkan untuk mencapai ketinggian maksimum adalah

0= vy0 − gt ⇐⇒ t = vy0

g
. (D.8)

t pada kasus ini adalah waktu yang dibutuhkan untuk mencapai ketinggian maksimum terhitung
sejak benda dilempar ke atas. Bagaimana dengan waktu yang dibutuhkan supaya benda kembali jatuh
ke tanah? Ketika benda jatuh ke tanah, ketinggiannya sama dengan ketinggian awal (y = y0 = 0).
Mensubstitusikan nilai ini ke dalam Persamaan (D.4’), kita dapatkan

0= vy0t− 1
2

gt2

0= (vy0 − 1
2

gt)t

0= vy0 − 1
2

gt

1
2

gt = vy0

sehingga

t = 2vy0

g
(D.9)

Kita bisa lihat bahwa waktu yang diperlukan untuk pergi dari tanah menuju tinggi maksimum
hingga menuju tanah lagi adalah dua kali lipat dari waktu yang diperlukan untuk pergi dari tanah
menuju tinggi maksimum.

Terakhir, bagaimana dengan ketinggian maksimumnya? Mengambil ketinggian awal benda sebagai
acuan (y0 = 0), ketinggian maksimumnya (hmax) berdasarkan Persamaan (D.5’) adalah

0= v2
y0 −2g(hmax −0) ⇐⇒ hmax =

v2
y0

2g
. (D.10)

Setelah mencapai ketinggian maksimum, benda akan jatuh bebas hingga menyentuh tanah lagi.

D.IV Gerak pada Bidang Miring
Misalkan sebuah benda diletakkan di atas bidang miring licin dengan sudut kemiringan θ.

θ

g

Cukup jelas bahwa benda itu pasti akan bergerak menuruni bidang miring akibat gaya gravitasi.
Akan tetapi, gerakan benda tersebut bukan jatuh tegak ke bawah (vertikal), melainkan miring ke bawah
sehingga percepatan geraknya tentunya bukan −g. Lalu, bagaimana cara kita menganalisis gerakan-
nya?

Kita akan menggunakan suatu teknik yang disebut mengubah sumbu koordinat. Kita boleh
menggeser atau memutar sumbu koordinat Kartesius sesuai dengan kebutuhan kita. Dalam kasus ini,
kita bisa memutar sumbu x dan y sehingga sumbu-x sejajar dengan bidang miring dan sumbu-y tegak
lurus bidang miring:xiv

xiiiKalau kecepatan vertikal benda tidak nol, berarti benda masih bisa bergerak ke atas lagi untuk mencapai posisi yang
lebih tinggi sehingga namanya bukan ketinggian maksimum lagi.

xivKita mengaturnya sedemikian rupa karena dengan begini gerakan benda menuruni bidang miring ada di sumbu-x.
Analisis gerakannya akan jadi lebih mudah.
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θ

g
θ

x

y

x ′

y ′

Dengan begini, kita bisa menganalisis percepatannya sesuai dengan sumbu koordinat yang baru:

g

θ

θ
90◦ −

θ

g

θ

gsinθ

gcosθ

Nampak bahwa percepatan searah bidang miring adalah gsinθ.xv Ketika kita meninjau gerakan
benda pada bidang miring, percepatan ini ’lah yang kita gunakan.

xvTidak perlu pedulikan percepatan tegak lurus bidang miring yaitu gcosθ. Kita akan membahasnya lebih lanjut di bab
Dinamika.
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E Gerak Parabola
Gerak parabola adalah gerakan 2-dimensi pada lintasan berbentuk parabola. Misalnya, andaikata su-
atu bola meriam diluncurkan pada sudut θ0 terhadap tanah dengan kecepatan awal v0. Dengan asumsi
percepatan gravitasi Bumi (g) konstan, hambatan udara diabaikan, dan rotasi Bumi tidak mempen-
garuhi gerakan, maka lintasan gerak meriam akan menyerupai parabola simetris:

y

x

v

v

v

v

v

vx0

vy0

vy

vx

vx

vy

vx

vy

vy = 0

a=−g

hmax

R

θ0

Gambar 4: Lintasan gerak proyektil yang berbentuk parabola. hmax dan R secara berturut-turut adalah
tinggi maksimum dan jangkauan/jarak horizontal maksimum yang dicapai proyektil selama melayang.

Atas dasar tersebut, pada 1608 Galileo Galilei mengemukakan bahwa gerak parabola pada dasarnya
adalah perpaduan antara GLB pada sumbu horizontal dengan GLBB pada sumbu vertikal. Karena
hambatan udara diabaikan, benda bergerak dengan kecepatan konstan di sumbu-x sedangkan gerakan
benda dipengaruhi oleh gravitasi pada sumbu-y. Mari kita lakukan analisis secara matematis.

Kita bisa menguraikan kecepatan awal meriam pada sumbu-x dan sumbu-y menjadi

vx0 = v0 cosθ0 dan vy0 = v0 sinθ0. (E.1)

Pada sumbu-x kecepatannya konstan, atau vx = vx0 sehingga bergerak dengan persamaan

x = v0 cosθ0 · t. (E.2)

Pada sumbu-y meriam bergerak dengan percepatan g ke bawah sehingga persamaan geraknya
adalah

y= y0 +v0 sinθ0t− 1
2

gt2 (E.3)

Dari Persamaan (E.2) kita dapatkan t = x/(v0 cosθ0). Substitusikan ini ke dalam Persamaan (E.3),
maka akan kita dapatkan

y= y0 +��v0 sinθ0

(
x

��v0 cosθ0

)
− 1

2
g

(
x

v0 cosθ0

)2

y= y0 + tanθ0 · x− g
2v2

0 cos2θ0
· x2 (E.4)

yang pada dasarnya adalah sebuah persamaan kuadrat (y= ax2+bx+ c).xvi Sebagaimana telah kita
pelajari di SMP, bentuk grafik persamaan kuadrat adalah parabola. Dengan demikian, Persamaan (E.4)
secara matematis membuktikan bahwa bentuk lintasan gerak parabola memang benar-benar parabola.
Persamaan tersebut juga bisa digunakan dalam menyelesaikan persoalan terkait gerak parabola yang
melibatkan koordinat.

xviPada kasus ini a =− g
2v2

0 cos2 θ0
,b = tanθ0, dan c = y0. Karena a < 0 maka kurvanya menghadap ke bawah.
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Kapan benda mencapai tinggi maksimum dalam gerak parabola? Lalu, berapa tinggi maksimumnya?
Dua pertanyaan tersebut dapat dijawab dengan mensubstitusikan vy0 = v0 sinθ0 ke dalam Persamaan
(D.8) dan (D.10):

t = v0 sinθ0

g
(E.5)

hmax =
v2

0 sin2θ0

2g
(E.6)

Kapan benda jatuh ke tanah? Berapa jangkauan maksimum benda selama melayang di udara?
Sedikit mirip dengan sebelumnya, kita bisa menjawabnya dengan mensubstitusikan vy0 = v0 sinθ0 ke
dalam Persamaan (D.9):

t = 2v0 sinθ0

g
(E.7)

Ketika benda jatuh lagi ke tanah, benda telah menempuh jangkauan maksimum pada sumbu hori-
zontal. Mensubstitusikan hasil di atas ke Persamaan (E.2) untuk x = R memberikan kita

R = (v0 cosθ0)
(
2v0 sinθ0

g

)

= v2
0 ·2sinθ0 cosθ0

g

= v2
0 sin2θ0

g
(E.8)

Proposisi E.1. 45◦ adalah sudut elevasi dengan jangkauan maksimum.

Bukti. Dari Persamaan (E.8) kita tahu bahwa

R = v2
0 sin2θ0

g
.

Karena v0 dan g adalah konstan, maka nilai R akan maksimum ketika nilai sin2θ0 maksimum.
Nilai maksimum dari fungsi sinus adalah 1 sehingga

sin2θ0 = 1
sin2θ0 = sin90◦

2θ0 = 90◦

θ0 = 45◦

Proposisi E.2 (Perbandingan Tinggi Maksimum dengan Jangkauan Maksimum).
hmax

R
= tanθ0

4Bukti.

hmax

R
=

(
�
�v2
0 sin�2θ0

2�g

)
(
�
�v2
0 ·2���sinθ0 cosθ0

�g

) = tanθ0

4

Proposisi E.3. 75,96◦ adalah sudut elevasi di mana tinggi maksimum sama dengan jangkauan maksi-
mum.

Bukti. Jika hmax = R, maka hmax/R = 1. Memasukkan nilai ini ke dalam persamaan dari proposisi
sebelumnya, kita dapatkan

tanθ0

4
= 1

tanθ0 = 4 ⇐⇒ θ0 = tan−1 4≈ 75,96375653◦
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F Gerak Melingkar Beraturan

F.I Konsep Dasar
Gerak melingkar beraturan adalah gerak pada lintasan berbentuk lingkaran dengan kelajuan konstan.
Sekalipun kelajuannya konstan, benda yang bergerak melingkar mengalami akselerasi karena arah
kecepatannya berubah-ubah. Dalam gerak melingkar, kecepatan gerak benda arahnya selalu tangensial
(tegak lurus jari-jari lingkaran) sedangkan percepatannya berarah radial (menuju pusat lingkaran),
sebagaimana digambarkan pada Gambar 5(a). Kita lebih sering menyebut kecepatan sebagai kecepatan
linear karena akan ada besaran lain yang juga menggunakan kata kecepatan.

v

v

v

a

aa

(a) Arah kecepatan dan percepatan dalam
gerak melingkar.

θ

R

s

A

B

(b) Lingkaran dengan jari-jari R dan
sudut pusat θ (dalam satuan radian)
yang mengapit busur sepanjang s.
Berdasarkan definisi radian, s = Rθ.

Gambar 5: Gerakan benda dalam gerak melingkar.

Perhatikan Gambar 5(b). Misalkan pada suatu lintasan lingkaran berjari-jari R suatu partikel berg-
erak dari titik A ke B sehingga menempuh jarak s dan menyapu sudut θ. Jika sudut θ adalah dalam
satuan radian, maka, berdasarkan definisi radian,

s = Rθ (F.1)

Jika benda bergerak dengan kecepatan v dan waktu ∆t, maka s = v∆t sehinggaxvii

Rθ = vt (F.2)

Jika benda menempuh satu putaran penuh (θ = 2π) dalam waktu T, maka mensubstitusikan nilai
ini ke dalam Persamaan (F.2) memberikan kita

2πr = vT ⇐⇒ T = 2πR
v

(F.3)

T disebut periode putaran, atau bisa disebut periode saja, yakni waktu yang diperlukan untuk me-
nempuh satu putaran penuh.

Misalkan sebuah partikel mula-mula bergerak dengan kecepatan v1 di suatu titik pada lingkaran
membentuk sudut θ1 terhadap sumbu horizontal seperti pada Gambar 6(a). Beberapa saat kemudian,
kecepatan titik berubah menjadi v2 dengan sudut θ2. Dari sini kita dapat mendefinisikan suatu besaran:

Definisi F.1. Perpindahan sudut ∆θ adalah sudut yang disapu oleh benda yang bergerak melingkari
suatu titik pusat O dari sudut θ1 hingga θ2. Secara matematis, ∆θ dinyatakan sebagai

∆θ = θ2 −θ1.

Sudut yang arahnya berlawanan jarum jam disepakati sebagai positif, dan sebaliknya.

xviiPersamaan ini hanya kita buat untuk menurunkan beberapa rumus. Tidak perlu dihafalkan.
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O

v1v2

θ
2

∆θ

θ
1

R
v1

∆θ

∆θ

∆θ

v2

R 90◦ −∆θ

(a) Perpindahan sudut dari objek yang bergerak melingkar.
Sudut antara kedua posisi partikel (∆θ) ternyata sama den-
gan sudut antara kedua vektor kecepatan partikel, v1 dan v2.

R∆θ

∆θ

R

R

−v1

v2

∆
v =

v 2
−v

1

α

α

∆θ α

α

(b) Segitiga yang dibentuk oleh posisi dan kecepatan
partikel. Karena |v1| = |v2| = v, keduanya sama-sama
segitiga sama kaki dengan sudut puncak ∆θ.

Gambar 6: Analisis vektor pada gerak melingkar.

Andaikata gerakan pada Gambar 6(a) terjadi pada interval waktu yang sangat singkat (∆t → 0),
maka sudut ∆θ akan sangat kecil sehingga juring lingkaran yang diapitnya menyerupai segitiga sama
kaki seperti pada Gambar 6(b).

Besar kecepatan pada gerak melingkar beraturan, misalkan v, adalah selalu konstan sehingga
|v1| = |v2| = v. Dengan demikian, segitiga yang dibentuk oleh vektor −v1, v2, dan ∆v adalah segitiga
sama kaki. Sebagaimana telah ditunjukkan pada Gambar 6(a), sudut puncak pada segitiga sama kaki
tersebut juga ∆θ. Dengan demikian, dua sudut yang tersisa adalah α= (180◦−∆θ)/2.

Karena kedua segitiga pada gambar tersebut memiliki sudut-sudut yang sama, maka keduanya
sebangun. Jika dua segitiga adalah sebangun, maka rasio panjang sisi-sisinya selalu sama, misalnya:

��R∆θ

��R
= ∆v

v

∆θ = ∆v
v

Mengganti θ pada Persamaan (F.2) dengan ∆θ memberikan kita ∆θ = v∆t
R

. Substitusikan ini ke
persamaan kita barusan:

v∆t
R

= ∆v
v

v2∆t
R

=∆v

v2

R
= ∆v
∆t

= a (∆t → 0)

dan percepatan ini disebut percepatan sentripetal (ac),

ac = v2

R
. (F.4)
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Perhatikan bahwa jika sudut ∆θ sangat kecil (mendekati nol) maka besar sudut α mendekati 90◦.
Ini berarti sudut antara vektor kecepatan, entah itu v1 maupun v2, dengan perubahan kecepatan (∆θ)
mendekati 90◦ sehingga mereka cenderung tegak lurus. Karena arah kecepatan adalah tegak lurus
dengan jari-jari (tangensial), maka arah vektor ∆v adalah searah jari-jari (radial). Karena percepatan

ac pada dasarnya adalah vektor ∆v dikalikan dengan skalar
1
∆t

maka arah ac juga radial. Ini adalah
alasan kenapa kita memakai kata "sentripetal", yang berarti "(bergerak/cenderung) menuju pusat".

Kita bisa gunakan fakta ini untuk memandang gerak melingkar secara intuitif. Pada dasarnya,
dalam gerak melingkar benda sebenarnya ingin bergerak lurus, tetapi ia ditarik atau didorong menuju
suatu "titik pusat" sehingga arah kecepatannya berubah. Proses ini diteruskan sehingga benda berg-
erak dalam lintasan lingkaran. Sesuatu yang menarik atau mendorong benda tersebut adalah gaya,
yang menyebabkan percepatan—lebih jelasnya, percepatan sentripetal.

Ada satu besaran lagi yang akan digunakan dalam gerak melingkar beraturan, yakni kecepatan
sudut. Kecepatan sudut pada dasarnya adalah seberapa cepat suatu benda berputar.

Definisi F.2. Misalkan pada t1 benda membentuk sudut θ1 lalu pada t2 benda membentuk sudut θ2
seperti pada Gambar 6(a), maka kecepatan sudut rata-ratanya, ω , dinyatakan sebagai

ω= θ2 −θ1

t2 − t1
= ∆θ

∆t
.

Adapun kecepatan sudut sesaatnya adalah

ω= lim
∆t→0

∆θ

∆t
= dθ

dt
.

Proposisi F.3 (Hubungan Kecepatan Linear dengan Kecepatan Sudut). Misalkan suatu benda bergerak
melingkar dengan besar kecepatan linear v dan kecepatan sudut ω dalam lingkaran berjari-jari R, maka
v = Rω.
Bukti.

v = ds
dt

= d
dt

(Rθ)= R
dθ
dt

= Rω.

Kecepatan sudut juga merupakan hasil kali silang antara vektor posisi dengan vektor kecepatan
benda seperti pada gambar berikut:

*r

*v

*
ω

ω= 1
r2 r×v (F.5)

Kita juga bisa bayangkan jika kita memutar sekrup dari r ke v, maka sekrup akan bergerak ke atas.
Definisi ini konsisten dengan Definisi F.2. Besar ω menurut definisi ini adalah

|ω| = 1
r2 |r×v| = 1

r2 · rvsin90◦ = v
r

∴ v =ωr

Catatan F.4. Coba tentukan dimensi dan satuan ω.
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F.II Hubungan Roda-Roda

ω1

ω2

v1
v2

r1

r2

(a) dua roda sepusat

v1

v2

r1 r2

ω1

ω2

(b) dua roda setali

v1

v2

r1
r2

ω2ω1

(c) dua roda bersinggungan

Gambar 7: Hubungan roda-roda.

Ada tiga macam hubungan roda-roda, yakni sepusat, setali, dan bersinggungan. Tiap kondisi terse-
but berpengaruh terhadap hubungan kecepatan linear dan kecepatan sudutnya.

F.II.a Roda-Roda Sepusat

Perhatikan Gambar 7(a). Roda 1 dan roda 2 adalah sepusat, yakni mereka memiliki sumbu putar yang
sama. Keduanya juga berputar ke arah yang sama. Ketika roda 1 menempuh satu putaran, roda 2 juga
akan menempuh satu putaran sehingga kecepatan perputaran atau kecepatan sudutnya sama, yakni

ω1 =ω2. (F.6)

Karena v =ωr, maka ω= v/r, sehingga

v1

r1
= v2

r2
, atau

v1

v2
= r1

r2
. (F.7)

Nampak bahwa jika r2 < r1 maka v2 < v1, yakni roda yang lebih kecil punya kecepatan linear yang
lebih kecil.

F.II.b Roda-Roda Setali

Perhatikan Gambar 7(b). Roda 1 dan roda 2 dihubungkan oleh seutas tali tegang dengan gaya gesek
yang cukup besar sehingga tidak slip. Kedua roda tentunya akan berputar ke arah yang sama. Misalkan
ruas tali pada roda 1 telah melintasi jarak tertentu, maka ruas tali pada roda 2 akan menempuh jarak
yang sama pada waktu yang sama pula. Akibatnya, kecepatan linear kedua roda sama, yakni

v1 = v2. (F.8)

Karena v =ωr, maka

ω1r1 =ω2r2, atau
ω1

ω2
= r2

r1
(F.9)

Nampak bahwa jika r2 < r1 maka ω2 > ω1, yakni roda yang lebih kecil berputar lebih cepat, seba-
gaimana bisa kita lihat pada hubungan gigi dalam berbagai macam mesin.
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F.II.c Roda-Roda Bersinggungan

Perhatikan Gambar 7(c). Roda 1 dan roda 2 saling bersinggungan, yakni keduanya saling bersentuhan
pada satu titik. Dapat kita bayangkan (dan kita demonstrasikan) dengan mudah bahwa kedua roda
pasti berputar berlawanan arah. Jika tidak ada gerak relatif antara satu roda dengan yang lain, maka
kecepatan di titik singgungnya haruslah sama. Dengan demikian,

v1 = v2 (F.10)

Seperti sebelumnya, berlaku pula hubungan berikut:

ω1

ω2
= r2

r1
(F.11)

G Ekstra: Gerak Parabola pada Bidang Miring
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I Lampiran
Alfabet Yunani

Αα Ββ Γγ Δδ Εε Ζζ
Alpha Beta Gamma Delta Epsilon Zeta

Ηη Θθ Ιι Κκ Λλ Μµ
Eta Theta Iota Kappa Lambda Mu

Νν Ξξ Οο Ππ Ρρ Σσ/ς
Nu Xi Omikron Pi Rho Sigma

Ττ υΥ Φφ Χχ Ψψ Ωω
Tau Upsilon Phi Chi Psi Omega

Identitas-identitas Pemfaktoran

(a±b)2 = a2 +b2 ±2ab

a2 −b2 = (a−b)(a+b)

(x+a)(x+b) = x2 + (a+b)x+ab

(a+b+ c)2 = a2 +b2 + c2 +2ab+2ac+2bc

(a±b)3 = a3 ±b3 ±3ab(a±b) = a3 ±b3 ±3a2b+3ab2

a3 +b3 = (a+b)(a2 −ab+b2)

a3 −b3 = (a−b)(a2 +ab+b2)

an −bn = (a−b)(an−1 +an−2b+an−3b2 + . . .+abn−2 +bn−1), n ∈N
Aproksimasi Binomial. Jika |x| << 1 (baca: harga mutlak x jauh lebih kecil dari satu)

dan |nx| << 1 maka (1+ x)n ≈ 1+nx
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